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Аннотация
В работе исследуются свойства уравнений, которые используются при расчете пласти-
ческого формоизменения дилатирующих материалов (порошков сталей, чистых металлов,
цветных сплавов) в концепции пластического газа. Приведена полная система основных
уравнений теории течения жесткопластических изотропных дилатирующих сред. Рассмат-
ривается частный случай плоской деформации, для медленного установившегося пласти-
ческого течения, вследствие чего начальные условия при решении задачи не формулиру-
ются. Учитывая, что сплошная среда при нагружении изменяет свою плотность, задается
закон объемной сжимаемости, и привлекается условие пластичности, которые взаимно удо-
влетворяются. Для уравнений равновесия, неразрывности и соотношения коаксиальности
девиаторов построена система уравнений, дано её аналитическое решение. Выписаны для
случая плоской деформации изотропной дилатирующей среды, наделенной свойствами
пластического газа, граничные условия для напряжений, плотностей и скоростей.
Ключевые слова: Свойства уравнений, пластический газ, дилатирующие изотропные
материалы, плоская деформация, полная система уравнений.
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Abstract
In paper investigate the properties of equations that are used in the calculation of the
plastic deformation of dilatable materials (powder steels, pure metals, non-ferrous alloys) from
the concept of plastic gas. A complete system of basic equations of the theory of the flow of rigid-
plastic isotropic dilatation media is given. We consider a particular case of plane deformation, for
a slow steady-state plastic flow, as a result of which the initial conditions for the solution of the
problem are not formulated. Taking into account that the solid medium undergoes a change in
its density under loading, the law of volume compressibility is given, and the plasticity condition
is reciprocally satisfied. For equations of equilibrium, continuity and the ratio of the coaxiality
of de-Viators, a system of equations is constructed, and its analytical solution is given. The
boundary conditions for stresses, densities, and velocities are written out for the case of planar
deformation of an isotropic dilatation medium endowed with the properties of a plastic gas.
Keywords: properties of equations, plastic gas, dilatable isotropic materials, planar
deformation, complete system of equations
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1. Введение
В практике расчетов уплотнения и резания грунтов, формования порошковых материалов
и сплавов возникает необходимость учета необратимого изменения объема материала. Для
описания механического поведения таких материалов часто привлекают подход, в котором
конституционные соотношения формулируются в рамках концепции пластического газа. Про-
водимые исследования пластического формоизменения дилатирующих материалов и дальней-
шее развитие техники выдвигает все более сложные задачи, эффективное решение которых
связано как с уточнением математических моделей изучаемых процессов, так и с совершен-
ствованием расчетных методов.
В работе исследуются свойства уравнений, которые используются при расчете пластиче-
ского формоизменения дилатирующих материалов на основе концепции пластического газа,
что позволяет более полно проводить анализ напряженно-деформированного состояния.
2. Свойства уравнений теории пластического газа
Дилатирующая среда считается жесткопластической изотропной. Массовыми силами пре-
небрегаем. Полная система уравнений теории течения такой среды содержит уравнения рав-
новесия и неразрывности, условия пластичности и объемной сжимаемости и соотношения ко-
аксиальности девиаторов напряжений и скоростей деформаций:
𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0, 𝜌+ 𝜌𝑣𝑖,𝑗 = 0, 𝑓 = 0, 𝜎 = 𝜙,
1
2
(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖)− 1
3
𝑣𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗 = 𝜆 (𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗) .
(1)
Для случая ортотропии полная система уравнений имеет аналогичный вид
𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0, 𝜌+ 𝜌𝑣𝑖,𝑗 = 0, 𝑓 = 0, 𝜎
0 = 𝜙,
1
2
(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖)− 1
3
𝑣𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗 = 𝜆
(︀
𝜎0𝑖𝑗 − 𝜎0𝛿𝑖𝑗
)︀
.
(2)
Системы (1) и (2) дополняются краевыми (начальными и граничными) условиями. Ниже
рассматриваются медленные установившиеся течения, вследствие чего начальные условия не
формулируются. Кроме того, исследование свойств уравнений проводится лишь для случая
плоской деформации изотропной среды. Другие случаи рассматриваются аналогично.
Пусть в плоскости течения, совпадающей с плоскостью 𝑥𝑦, 𝑝 и 𝜏 — соответственно по-
лусумма и полуразность главных напряжений, 𝜓 — угол между осью 𝑥 и первым главным
направлением. Тогда
𝜎𝑥 = 𝑝+ 𝜏 cos 2𝜓, 𝜎𝑦 = 𝑝− 𝜏 cos 2𝜓, 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏 sin 2𝜓. (3)
Напряжение 𝜎𝑧 находим, учитывая, что сплошная среда при нагружении изменяет свою
плотность по закону
𝜎 = 𝜙 (𝜌) , (4)
и учитывая выражения (3), тогда:
𝜎𝑧 = 3𝜙− 2𝑝. (5)
Для интенсивности касательных напряжений будем иметь:
𝑇 =
√︁
3(𝑝− 𝜙)2 + 𝜏2. (6)
166 Макаров Э.С., Журавлев Г.М., Гвоздев А.Е., Сапожников С.В., Сергеев Н.Н.
Привлекая условие, что существует функция нагружения [1],
𝐹 ≡ 𝑇 − 𝑘 (𝜎, 𝜌) = 0, (7)
для 𝜏 можно написать
𝜏 =
√︁
𝑇 2 [𝜙 (𝜌) , 𝜌]− 3[𝑝− 𝜙 (𝜌)]2 = 𝜏 (𝑝, 𝜌) . (8)
Таким образом, с учетом формулы (8) условия пластичности и объемной сжимаемости
удовлетворяются, а уравнения равновесия и неразрывности и соотношения коаксиальности
девиаторов сводятся к системе:
𝑝,𝑥 + (𝜏𝑝𝑝,𝑥 + 𝜏𝜌𝑝,𝑥 + 2𝜓,𝑦) cos 2𝜓+
+(𝜏𝑝𝑝,𝑦 + 𝜏𝜌𝜌,𝑦 + 2𝜏𝜓,𝑥) sin 2𝜓 = 0,
(9)
𝑝,𝑦 − (𝜏𝑝𝑝,𝑦 + 𝜏𝜌𝜌,𝑦 − 2𝜏𝜓,𝑥) cos 2𝜓+
+(𝜏𝑝𝑝,𝑥 + 𝜏𝜌𝜌,𝑥 + 2𝜏𝜓,𝑦) sin 2𝜓 = 0,
(10)
𝑢𝜌,𝑥 + 𝑣𝜌,𝑦 + 𝜌 (𝑢,𝑥 + 𝑣,𝑦) = 0, (11)
3
2
(𝑝+ 𝜏 cos 2𝜓 − 𝜙) (𝑢,𝑦 + 𝑣,𝑥)− (2𝑢,𝑥 − 𝑣,𝑦) 𝜏 sin 2𝜓 = 0, (12)
3
2
(𝑝− 𝜏 cos 2𝜓 − 𝜙) (𝑢,𝑦 + 𝑣,𝑥)− (2𝑣,𝑦 − 𝑢,𝑥) 𝜏 sin 2𝜓 = 0, (13)
где 𝜏𝑝 и 𝜏𝑝 — частные производные от 𝜏 по 𝑝 и 𝜌.
Следуя общему правилу [2], находим характеристики этой системы. Ими оказываются
а) линии тока
𝑑𝑦
𝑑𝑥
=
𝑣
𝑢
, (14)
б) два семейства кривых
𝑑𝑦
𝑑𝑥
=
sin 2𝜓 ±
√︁
1− 𝜏2𝑝
𝜏𝑝 + cos 2𝜓
. (15)
Так как
|𝜏𝑝| =
√
3
√︁
(𝑇/𝜏)2 − 1, (16)
то характеристики (15) действительны при условии
𝑇/𝜏 6 2/
√
3. (17)
Две кривые (15), принадлежащие различным семействам, пересекаются под углом
𝜒 = arccos 𝜏𝑝, (18)
делящимся пополам первым главным направлением.
Пусть 𝜁 — характеристика составляет с осью 𝑥 угол 𝛼 = 𝜓 − 12𝜒, а 𝜂-характеристика —
угол 𝛽 = 𝜓 + 12𝜒. Тогда уравнения (9) и (10), отнесенные к сетке характеристик, примут вид:
𝑝,𝜁 sin𝜒− 2𝜏𝜓,𝜁 − 𝜏𝜌𝜌,𝜁 ctg𝜒+ 𝜏𝜌𝜌,𝜂 cos 𝑒𝑐𝜒 = 0, (19)
𝑝,𝜂 sin𝜒+ 2𝑟𝜓,𝜂 − 𝜏𝜌𝜌,𝜂 ctg𝜒+ 𝜏𝜌𝜌,𝜁 cos 𝑒𝑐𝜒 = 0, (20)
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Эти уравнения представляют собой обобщение известных зависимостей Хенки [3, 4].
Уравнения (12) и (13), отнесенные к той же сетке, имеют вид:
𝑢,𝜁 cos𝛼− 𝑢,𝜂 cos𝛽 + 𝑣,𝜁 sin𝛼− 𝑣,𝜂 sin𝛽 = 0, (21)
𝑢,𝜁 cos (𝜅+ 𝛽)− 𝑢,𝜂 cos (𝜅+ 𝛼) + 𝑣,𝜁 sin (𝜅− 𝛽)−
−𝑣,𝜂 sin (𝜅− 𝛼) = 0,
(22)
где принято обозначение
𝜅 = arctg (sin 2𝜓 sec𝜒) . (23)
В случае ортогональности характеристик (15) из выражений (21) и (22) следуют уравнения
Гейрингер [3, 4].
3. Граничные условия для напряжений, плотностей и скоростей
В случае плоской деформации изотропной дилатирующей среды, наделенной свойствами
пластического газа, граничные условия для напряжений и плотностей имеют вид:
𝜏 |sin 2 (𝜓 − 𝛾)| = 𝜇T |𝑝+ 𝜏 cos 2 (𝜓 − 𝛾)| , 𝑝+ (−1)𝑛𝜏 = 0, 𝑝+ (−1)𝑛 + 𝑞 = 0 (24)
где 𝛾 — угол между нормалью к контуру и осью 𝑥, 𝜏 дается выражением (8) (8), 𝑛 = 0, 1, 2, . . ..
Для всех случаев — плоского напряженного состояния, плоской, сферической и осесиммет-
ричной деформации — кинематические условия сводятся либо к заданию вектора скорости
(условие прилипания, или полного сцепления), либо к заданию только нормальной составля-
ющей вектора скорости (условие непроницаемости, или обтекания):
?⃗?1 = ?⃗?2; 𝑣𝑛1 = 𝑣𝑛2. (25)
Аналогично формулируются граничные условия для напряжений, плотностей и скоростей
в задачах о пластических течениях и ортотропных дилатирующих сред.
4. Заключение
Полученное аналитическое решение позволяет определить все параметры, характеризую-
щие напряженно-деформированное состояние процесса плоского пластического формоизме-
нения дилатирующих сред. Не представляет принципиальных затруднений и рассмотрение
соответствующих задач для ортотропных дилатирующих сред, наделенных свойствами пла-
стического газа.
Результаты исследований могут быть применены в аддитивных технологиях, при компак-
тировании, уплотнении и спекании порошковых металлических систем, а также при создании
ресурсосберегающих технологий процессов обработки конструкционных материалов с приме-
нением новых нанокомпозиционных смазок и покрытий [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26].
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